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Aufgabe OG1:

Zwei gerade Straflen treffen im rechten Winkel aufeinander. Eine Person A befindet sich auf einer
der beiden Straflen genau 100 Meter von der Kreuzung entfernt. Eine weitere Person B befindet
sich genau an der Kreuzung. Wihrend sich A auf die Kreuzung zubewegt, bewegt sich B auf
der anderen Strafle von der Kreuzung weg. (Beide starten zeitgleich und bewegen sich jeweils mit

konstanter Geschwindigkeit.)

(a) Wie nahe (Luftlinie) kommen A und B sich minimal, wenn die Geschwindigkeit von B genau

% der Geschwindigkeit von A betragt 7

(b) Verallgemeinern Sie (a) wie folgt: Wie nahe kommen A und B sich minimal, wenn die Ge-
schwindigkeit von B genau das c-fache der Geschwindigkeit von A betrégt ? (Beantworten Sie

dies in Abhéngigkeit von ¢ € R*.)

(¢) Wie schnell ist B, wenn sich A mit 72km/h bewegt und der minimale Abstand von A und B
genau 28 Meter betrégt?

Hinweis: Das Ergebnis (in km/h) ist ganzzahlig. Hilfreich ist die Gleichung 72 + 247 = 252,
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Lésung OG1:

(a) Wir betrachten ein Koordinatensystem, bei dem die Straflen die Koordinatenachsen sind, wobei
der Nullpunkt der Startpunkt von A und der Punkt (0, 100) der Startpunkt von B ist. (B starte

in positive z-Richtung.)

Abhingig von der Strecke s € [0,00[ die A zuriickgelegt hat, befindet sich A dann im Punkt
A(s) =(0,s) und B im Punkt B(s) = (% +5,100).

Bl 4/3*s B(S)=(4/3*S, 1 00)

60 80 100 120

Fiir den Abstand d(s) zwischen A und B (in Abhéngigkeit von s) gilt dann (Pythagoras):

4 \? 1 25
d(s)? = (100m - s)* + (g . s) =10000m? - 200m - s + s + 56 %= 5 s% = 200m - s + 10000m?
———
=25.42

Wir betrachten die Funktion:  f:[0,00) = R, f(s) = % .52 -200- s + 10000

Da d genau dann minimal wird, wenn d? minimal wird (wegen d(s) > 0 fiir alle s € [0, 00))

konnen wir auch die Minimumstelle von f suchen. Diese ergibt sich mittels:

200 -
f'(s)=0 < @-3—20020 < s:M < 5=36
9 50

(Die Nullstelle der Ableitung von f ist hier garantiert eine Minimumstelle von f, da es sich

bei f um eine nach oben gedfinete Parabel handelt.)

Der Abstand zwischen A und B wird also minimal, wenn A genau 36 Meter zuriickgelegt hat

und betriagt dann:

donin = d(36m) = \/ (100m - 36m)? + (g .36m)2 _ /(64m)? + (48m)? = 16+/((4m)2 + (3m)2) = 16-v/25m? = 80m
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(b) Analog zu (a) haben wir nun:
d(s)? = (100m - s)% + (c- s)* = 10000m? - 200m - s + (1 + ¢?) - s>
Wir betrachten:
f:[0,00) >R, f(s)=(1+c?)-s*=200-s+10000

und erhalten die Minimustelle von f mittels:

100
1+c2

f'(s)=0 < 2(1+c¢*)-5-200=0 < s=

Der Abstand zwischen A und B wird also minimal, wenn A genau 11(_)?;1 zuriickgelegt hat und

in diesem Fall gilt:

o o B
= (100m)?- [ (HCCQ)Q]
- (om)” l 1+02 lfCQ)Q] (lm}ltezl_h—lé:llfc;l:lfg)
= (100m)?- %
1
= (100m)?- C(l( ;)02)
- (100m)2-(1f_202)

Folglich betréigt der minimale Abstand zwischen A und B in Abhéngigkeit von c:

7 c? c
Amin = 100m)2 - =100m -
\J ( ) (1+¢?) V1+c2

(¢) Sei nun dp;, = 28m. Dann folgt nach (b):

100m - —— =98m YT o028 VI+ 2
V1+c?
N2
o 2028 (1+6Y)
< (1-0.28%)-¢* =0.28
:(1-0.287) 9 0.282
9.2 _ 028
T 1 0082
< 028
V1-0.282

Dabei gilt 0.28 = 1—00 7=5 und

7 252 — 72 Hinweis [24%2 24
/1 0. 282 _ \/1 _ 7) \/ inweis ar A=
2 242 252 25

_
4/25) ~ 24

Setzt man dies oben ein, so folgt: c¢= ((7

Folglich ist die Geschwindigkeit von B das ﬂ—fache der Geschwindigkeit von A und betrigt
somit: - -72km/h = 21km/h
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Aufgabe OG2:

Bei einem Wiirfel gibt es 6 Wege vom Punkt A zum Punkt B, die jeweils {iber 3 Kanten des
Wiirfels verlaufen. Ordnen Sie jeweils die angegebenen Zahlen so den 12 Kanten (jeweils eine Zahl
pro Kante) zu, dass die Summe der den 3 Kanten eines Wegs zugeordneten Zahlen fiir jeden der 6

Wege diesselbe ist.

Anmerkung: Bei jedem Aufgabenteil kann der Wert der Summe ein anderer sein. Es gibt fiir jeden

Aufgabenteil mehrere Losungen. (Eine Losung geniigt jeweils.)

() B
@) )

zuzuordnende Zahlen:
1,1,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3

N
e
P
/
A
() B
_/

(b) zuzuordnende Zahlen:
~ 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3
e

P
/

A
() B
_/

(c) zuzuordnende Zahlen:
~ 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5,6,6
e

P
/
A
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Lésung OG2:

(a)

©

O O
O @

A

Idee der Losung: Die drei Kanten, die an A grenzen (und somit von jedem Weg zuerst durchlaufen
werden) erhalten eine 1. Die sechs Kanten, die weder an A noch an C grenzen (und somit von jedem
Weg als zweites durchlaufen werden), erhalten eine 2. Die drei Kanten, die an C' grenzen (und somit

von jedem Weg zuletzt durchlaufen werden) erhalten eine 3.

©,

A

©

Idee der Lésung: Parallele Kanten erhalten diesselben Zahlen. In diesem Fall erhalten die vier nach
rechts fiihrenden Kanten eine 1, die vier nach oben fithrenden Kanten eine 2 und die vier nach hinten

fithrenden Kanten eine 3.
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(c) @ =}

® OO

® —®

A—)

Idee der Lésung: Die drei Kanten, die an A grenzen (und somit von jedem Weg zuerst durchlaufen
werden) erhalten die Zahlen 1,2, 3. Die drei Kanten, die an C grenzen (und somit von jedem Weg
zuletzt durchlaufen werden) erhalten ebenfalls die Zahlen 1,2,3, wobei diese so angeordnet werden,
dass kein Weg zweimal diesselbe Zahl durchlduft. Schliefllich werden die verbleibenden Zahlen so auf
die sechs Kanten, die weder an A noch an C grenzen (und somit von jedem Weg als zweites durchlaufen
werden) verteilt, dass die Summe der Zahlen iiber jeden Weg gleich ist. (Die beiden Wege mit 1 und
2 an Anfang und Ende bekommen in der Mitte eine 6. Die beiden Wege mit 1 und 3 an Anfang und
Ende bekommen in der Mitte eine 5. Die beiden Wege mit 2 und 3 an Anfang und Ende bekommen
in der Mitte eine 4.)
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Aufgabe OG3:
Ein Trapez OABCD mit den parallelen Seiten AB und CD wird durch seine beiden Diagonalen

in vier Dreiecke Dy, Do, D3, Dy zerlegt (siehe Skizze).

D C

A

Dabei gilt:
e Der Flicheninhalt des gesamten Trapezes OABCD betrigt 1m?.
e Der Flicheninhalt von D; betrigt 1600cm?.

Bestimmen Sie die Fldcheninhalte der Dreiecke Dy, D3 und Dy.
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Losung OG3:
Wir bezeichnen a = |E| und c = |C_D| die Léngen der beiden parallelen Seiten.

Zudem zeichnen wir die Hohe des Trapezes, so als Strecke GH ein, dass G € AB, H € BC und
M ¢ GH , wobei M der Diagonalenschnittpunkt ist.

Weiter seien hy = |GM| und ho = |[HM|.

Nach der Flacheinhaltformel fiir Dreieck gilt:

1 1
F(Dy)=5-a-h und F(Dy) =3¢ hy

—— [ ———
) (€]

Die Hohe von C auf AB hat die Linge h = hy + hy (da AB und CD parallel sind) und somit gilt:

F(D1)+F(D3):F(AABC):%-wh - F(Dg):%ﬂ-h—F(Dl):%~a-(h1+h2)—%-a~h1

= F(D3)=%-a-h2

(3
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Analog folgt mit dem Dreieck AACD, dass:  F(D3)=1-c-hy
[ S —
(2)

Weiterhin gilt nun nach zweimaliger Anwendung des Strahlensatzes (da AB und CD parallel sind):

hy |MB| a ¢
—=—===— = hg=—-h
ha |MD| c >Ta !
—_—
(*)
Mit u := £ folgt nun:
1 1
F (Do) @ f-c-hl—g-f-a-hl(i)qu(Dl)
2 a 2
1 * 1
FD3) QD Zan @S an Yu F(Dy)
2 a 2
1 1 * 21
F(Dy) @ *'C'h2—g'*'a'h2(=)(f) -f~a-h1(i)u2~F(D1)
2 a 2 a 2

Zusammen haben wir:
F(OABCD) = F(Dy) + F(Ds) + F(D3) + F(Dg) = (1+2-u+4?) - F(Dy) = (1 +u)*- F(D)

Also folgt:

o, F(ODABCD) v, 1m? 10000cm? 25 - 5 -1 3
)= = = =— = l4+u==- = wu=-=

1+
(1+u F(Dy) 1600cm?  1600cm? 4 2 2

Schliefllich ergibt sich:

-1600cm? = 2400cm?
-1600cm? = 2400cm?
-1600cm? 3600cm?

F(DQ) = UF(Dl)
F(Dg) = UF(Dl)
F(Dy) u?- F(Dy)

=[O MW MW
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Aufgabe OG4:
In einer Lostrommel befinden sich a weifle und b schwarze Kugeln. Dabei gilt a < bund 2 < a+b < 50.

Wenn man zufillig zwei Kugeln ohne Zuriicklegen zieht, betréigt die Wahrscheinlichkeit, zwei gleich-

farbige Kugeln zu ziehen, genau 50%.

Bestimmen Sie alle Moglichkeiten fiir ¢ und b.
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Lésung OG4:

Wir bestimmen zunéchst in Abhéngigkeit von a und b die Wahrscheinlichkeit P, zwei gleichfarbige

Kugeln zu ziehen.

mithilfe eines Baumdiagramms:

1. Ziehen 2. Ziehen

weile Kugel

a—1
a+b-1
T} ‘schwarze Kugel‘
a
o a+b-1
: ;
—_— a
a+b a+b-1

schwarze Kugel | —— ‘schwarze Kugel‘

a+b-1

Dabei kénnen wir davon ausgehen, dass a > 1 und b > 1 ist, denn im Fall a = 0 oder b = 0 ist die Wahrscheinlichkeit, zwei

gleichfarbige Kugeln zu ziehen, stets 1 # %

Somit ergibt sich:
a a-1 . b b-1  a(a-1)+b(b-1)
a+b a+b-1  a+b a+b-1  (a+b)(a+b-1)

zwel weile Kugeln zwei schwarze Kugeln

P=

alternativ kombinatorisch:

Insgesamt gibt es (a+b)-(a+b-1) Moglichkeiten aus den a+b insgesamt vorhandenen Kugeln zwei
Kugeln ohne Zuriicklegen zu ziehen. Fiir zwei weifle Kugeln gibt es hierbei a- (a—1) Méglichkeiten
und fiir zwei schwarze Kugeln gibt es b- (b— 1) Moglichkeiten. Also folgt:

p_ Anzahl der Moglichkeiten fiir zwei gleichfarbige Kugeln a(a-1)+b(b-1)
- Anzahl der Moglichkeiten insgesamt ~ (a+b)(a+b-1)

Laut Aufgabenstellung gilt nun:

_ 1 siehe oben a(a—1)+b(b—1) B 1 2(a+b)(a+b-1) B
P_2 <= (@ b)(asb 1) "2 = 2(a(a-1)+b(b-1))=(a+b)(a+b-1)

pas 202 -2a+20% - 2b=a®>+b*>+2ab-a-b

2 2
—-a“-b"+2a+2b-2ab
=4 a>+b?-2ab=a+b (%)

Basierend auf der Gleichung (*) gibt es nun verschiedene Moglichkeiten weiterzuarbeiten:
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Variante 1: Nach der zweiten binomischen Formel und wegen a +b = 2a + (b - a) ist:

(*) < (b-a)’=2a+(b-a)

Mit d = b - a erhilt man daraus:

. 2_
2a+d:d222a=d2—déa:d2d
Damit folgt:
2 _ 2 2
b:a+d:d d+d:d Z+2d:d2+d

Wir haben nun also a = # und b = # (mit d=b-aeN).

Hier setzen wir verschiedene Werte fiir d ein:
d 0|1 1(2(3/4|5]6|7]|8
a=%4100 0 [1]3]6|10/15|21 28

b=L 0] 1 3[6/10]15|21 (28|36

a+b<2| alle Moglichkeiten |a+b>50

Variante 2: Wir 1ésen (*) nach b auf. Es gilt:

2a+1)2_(2a+1

() = b¥*-=(2a+1)-b+(a*-a)=0 < b2—(2a+1)-b+( 5 5 )—(aQ—a)

_4a2+4a+1-4a2?+4a _8a+1
= 1 =74

( 2a+1)2 8a+1
< b- =
2 4

2a +1 8a+1 2a +1 8a+1
< b= + oder b = -
2 4 2 4

_2a+1+\/8a+1 _2a+1—\/8a+1

oder b= ———M——
2 2

fallt wegen b > a weg

b

Also gilt b = % v8atl YWegen b e N muss folglich u = 8a + 1 eine ungerade Quadratzahl sein.

Fiir eine ungerade Quadratzahl v hat man dann a = %1 sowie b = 22+L0/%,
Hier setzen wir verschiedene Werte fiir u ein:

u 1 |9/25/49|81|121|169 | 225
a="%1 0 [1]3]6]10] 15|21 |28
p=2ul 1 316 [10]15) 21 | 28 | 36

a+b<?2 alle Moglichkeiten a+b>50
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Aufgabe OS1:

Hier sehen Sie eine Tabelle des kleines Einmaleins:

1120 3] 4] 5] 6| 7| 8] 9| 10
2| 4] 6| 8/10(12]14|16 18| 20
31 6] 9121151821 (24 27| 30
41 8112116120 (24|28 (32|36 | 40
511015202530 |35/40 45| 50
611217243036 42|48 54| 60
7114121 12835(42149|56 63| 70
8116243214048 56|64 72| 80
911812736 |45|54 63|72 81| 90
101203040 |50 |60 |70 |80 (90100

Was ist die Summe aller Zahlen in dieser Tabelle?

Loésung: Es ist:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=(1+10)+(2+9)+(3+8)+(4+7)+(5+6)=5-11=55

Die Summe der Zahlen in der 1. Zeile ist also 55.

Folglich ist:

die Summe der Zahlen in der 2. Zeile:

die Summe der Zahlen in der 3. Zeile:

2:(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)=2-55
3-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)=3-55

die Summe der Zahlen in der 10. Zeile: 2-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)=10-55

Die Summe aller vorkommenden Zahlen ist daher:

1-55+2-55+3-55+4-55+5-55+6-55+7-55+8-55+9-55+10-55 = (1+2+3+4+5+6+7+8+9+10)-55 = 557

Das berechnet man am schnellsten mit der binomischen Formel:

Ergebnis: Die Summe aller Zahlen in der Tabelle ist 3025.

55% = (50 + 5)% = 50% + 2-50 - 5 + 5 = 2500 + 500 + 25 = 3025

Dr. Dominik Faas
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Aufgabe OS2:
Bestimmen Sie die vierstellige Zahl n = abba mit den Ziffern a,b € {0,1,...,9} (mit a # 0), die
durch 36 aber nicht durch 72 teilbar ist.

Losung:

Eine Zahl n ist genau dann durch 36 teilbar, wenn sie durch 4 und durch 9 teilbar ist (da 36 =4-9
und da 4 und 9 teilerfremd sind).

Dabei ist n genau dann durch 9 teilbar, wenn die Quersumme von n durch 9 teilbar ist. Die

Quersumme von n betrégt hier:
Q(n)=a+b+b+a=2a+2b=2(a+b)

Da 2 und 9 teilerfremd sind, ist Q(n) = 2(a + b) genau dann durch 9 teilbar, wenn a + b durch 9
teilbar ist. Daa+b>1+0=1und a+b<9+9 =18 kommen nur die Félle a +b=9 oder a +b =18

in Frage.

Es bestehen also die Moglichkeiten:

ne{ 1881, 2772, 3663 , 4554 , 5445 , 6336 , 7227 , 8118, 9009 , 9999 }
—
a+b=9 a+b=18

Weiterhin ist n genau dann durch 4 teilbar, wenn die Zahl, die aus den letzen beiden Ziffern von
n gebildet wird, durch 4 teilbar ist. Da 81,63,54,45,27,18,9,99 alle nicht durch 4 teilbar sind,
bleiben nur die Méglichkeiten:

ne{ 2772, 6336 }

Da die Zahl 6336 sogar durch 8 teilbar ist (da die Zahl 336, die aus den letzten drei Ziffern gebildet
wird, durch 8 teilbar ist), ist sie auch durch 72 teilbar (da sie auch durch 9 teilbar ist und da 8
und 9 teilerfremd sind mit 8-9 = 72).

Hingegen ist 2772 nicht durch 8 teilbar, (da die Zahl 772, die aus den letzten drei Ziffern gebildet
wird, nicht durch 8 teilbar ist) und somit (wegen 8 | 72) auch nicht durch 72 teilbar.

Die gesuchte Zahl ist also n = 2772.
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Aufgabe OS3:
In einer Raute (Viereck mit 4 gleich langen Seiten) haben die Diagonalen die Lingen /52 und /117.

(a) Bestimmen Sie die Seitenlinge der Raute.

(b) Bestimmen Sie die Héhe (=Abstand zweier gegeniiberliegender Seiten) der Raute.

Lésung:
In einer Raute stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander und halbieren sich.

(a) Demzufolge ergibt sich mit den Diagonalenlingen e = v/52 und f = /117 aus dem Satz des
Pythagoras (siehe Skizze) fiir die Seitenldnge a der Raute:

2 2 2

9 e f) (1) ( 2 2) 52+ 117 169 13

=|=) +=) =(=]) (VD2 +VI17T |=——" = — =—=6.5

¢ (2) (2 2 4 i T YT

(b) Weiterhin ist im rechtwinkligen Dreieck das Produkt aus den beiden Kathetenlédngen gleich
dem Produkt aus der Linge der Hypothenuse und der der Hohe auf die Hypothenuse. (Beides
entspricht dem doppelten Flicheninhalt des Dreiecks. Alternativ kann man dies mit Hohen
und Kathetensatz herleiten.) Also (siehe Skizze):

Es ist ‘MH| = %, da die Dreiecke AABM und AC DM kongruent sind.

e f h e-f /562117 4-/13-4/9-/13
- ==q-— = hziz = :2’3:6
2 2 2 2-a 2- (L) 13
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Aufgabe OS4:
(a) Knut macht ein Puzzle mit 10 x 20 = 200 Teilen (d.h. es gibt 10 Reihen mit je 20 Teilen).

Er baut die Teile nacheinander in das Puzzle ein und schreibt fiir jedes der 200 Teile auf, mit

wievielen anderen (bereits eingebauten) Teilen er es verbindet.

Das erste Teil wird mitgezihlt, dieses wird mit 0 bereits eingebauten Teilen verbunden. Die weiteren Teile werden mit
1 bis 4 bereits eingebauten Teilen verbunden.

Was ist der Durchschnitt aus den 200 Zahlen, die Knut hierbei erhélt ?
(Geben Sie das Ergebnis als vollstindig gekiirzten Bruch oder als Kommazahl an.)

(b) Verallgemeinern Sie Teil (a) auf ein m x n-Puzzle (mit n,m € N beliebig). Mit wievielen be-
reits eingebauten Teilen wird ein neues Teil im Durchschnitt (in Abhingigkeit von m und n)

verbunden?

Losung:

(a) Die Anzahl der “Verbindungsstellen“ im gesamten Puzzle betréigt:

19-10 + 9-20 =190+ 180=370
—— ——
im Bild blau im Bild griin

Demzufolge wird jedes Teil im Durchschnitt mit

370 37 _
200 20

bereits eingebauten Teilen verbunden.

(b) Die Anzahl der “Verbindungsstellen“ im gesamten Puzzle betriigt nun:
(n-1)-m+(m-1)-n=2mn-m-n

Demzufolge wird jedes Teil im Durchschnitt mit

bereits eingebauten Teilen verbunden.

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de



Institut
far
h ik
TAG DER MATHEMATIK 2021 Mathemati

Aufgabe OS5:

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion:
fR=R, f@)=]|1lel-11-1]-1]

(Dabei bezeichnet |x| den Betrag einer reellen Zahl x.)

Losung:

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de
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moglicher Losungsweg:

1.) Beginne mit der Betragsfunktion

fixj=lx| 5

% 5 4 5 2 o 1 2 3 4 5 6

2.) Verschiebe um 1 nach unten

%1

ssssssssssss

3.) Spiegle die Teile des Graphen unterhalb der z-Achse nach oben

foo=lixd-1]

4.) Verschiebe um 1 nach unten

f0=l1x-11-1

2
.

® 5 4 5 A T 2 5 4 5 6
-

5.) Spiegle die Teile des Graphen unterhalb der z-Achse nach oben

Joa=llixt-11-11

6.) Verschiebe um 1 nach unten

foa=llix-11-11-1

7.) Spiegle die Teile des Graphen unterhalb der z-Achse nach oben

s

)=lIxI-11-11-11 i

% 5 4 s 2 o 1 2 3 & 5 6
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Aufgabe OS6:

Anna, Bert und Christian haben jeder einen 6-seitigen Wiirfel. Sie beschriften nun diese drei Wiirfel

mit den Zahlen 1,...,18 (jeweils eine Zahl auf jede Seite jedes Wiirfels, alle 18 Zahlen miissen

verwendet werden). AnschlieBend wiirfeln alle drei gleichzeitig mit ihrem jeweiligen Wiirfel.

Dabei sollen die Wahrscheinlichkeiten, dass Anna bzw. Bert bzw. Christian die grofite der drei

Zahlen wiirfelt genau gleich (also %) sein.

Geben Sie eine Moglichkeit fiir die Verteilung der Zahlen an.

Zahlen
Annas Wiirfel
Berts Wiirfel
Christians Wiirfel
Losung:
Zahlen
Annas Wiirfel 1 2 3 4 17 18
Berts Wiirfel 5 6 7 14 15 16
Christians Wiirfel 8 9 10 11 12 13

Es gibt viele Losungsmoglichkeiten.

Dr. Dominik Faas
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Aufgabe OST:

Gegeben seien zwei Punkte A, B in der Ebene. Ausgehend von der Strecke AB konstruiert man:
e cin regelmiiBiges n-Eck mit den Eckpunkten A, B, X3,..., X,
e ein regelméfBiges m-Eck mit den Eckpunkten A, B,Y3,...,Y,,

Diese beiden Vielecke liegen dabei auf unterschiedlichen Seiten der Geraden AB.

Bestimmen Sie alle Moglichkeiten fiir n und m mit 3 < n < m, so dass die Strecken BX3 und BY3

senkrecht aufeinander stehen.

Loésung:
Der Innenwinkel in einem regelméfligen n-Eck betrigt 180° — 36;—00.

Begriindung hierzu:

80;-360'

Sind X1, X2, X3 zwei aufeinanderfolgende Eckpunkte tnd "B °der @Iittelpunkt des n-Ecks, so gilt £ X1 MXs = 2XoMX3 =
%. Zudem sind die Dreiecke AM X1 X5 und M X5 X3 gleichschenklig und somit folgt (Winkelsumme im Dreieck):

180° - (269%)

2X1XoM = 2 X3XoM = 5

180° - (260%) 360°
und folglich 2 X1 X5 X5 = £ X1 XaM+£ X5 XM = 2 ————" | = 180°-——
n

Daher ensteht folgendes Bild, wenn die Strecken BX3 und BY3 senkrecht aufeinander stehen:

/

/
/
/

. /
Da die drei eingezeichneten Winkel zusammen einen V(SlIWiniel ergeben, ist dies dquivalent zu:
1807 - 200 4 1g0e - B0 L gge Z3g00 o goe = 200,300 11,1
n m n m 4 n m

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de
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Wir suchen also nun die Lésungen (in Form von Paaren (n,m)) von

1 1 1 (%)

n om 4
mit n,meN und 3 <n <m.

o Im Fall n<4ist - +-L>14+0=1 Somit hat () keine Lésungen mit n < 4.

e Im Fall n > 9 ist auch m > 9 und damit%+%sé+%<i.80mit hat () keine Losungen mit
n>9 (und m 2 n).
Es bleiben die Fille n € {5,6,7,8}:
e Fiir n =5 ergibt sich:
1 1 1 1 1 1 1
T+l & = _-=-— o m=2
n m 4 m 4 5 20
Eine Moglichkeit ist also n =5 und m = 20.
e Fiir n =6 ergibt sich:
1 1 1 1 1 1 1
4+ =L & —=_-_=— o m=12
n m 4 m 4 6 12
Eine Moglichkeit ist also n =6 und m = 12.
e Fiir n =7 ergibt sich:
1 1 1 1 1 1 2
L1113 a8
n m 4 m 4 7 28 3

Mit n =7 hat (*) also keine Lésung mit ganzzahligem m.

e Fiir n = 8 ergibt sich:
1 1 1

—=—- <
n m 4

1
—=

Eine Moglichkeit ist also n =8 und m = 8.

Alle Losungen sind also:  (n,m) € { (5,20) , (6,12), (8,8) }

n=>5und m =20 n=6und m=12 n=m-=28

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de
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Aufgabe OSS8:
Gegeben ist eine natiirliche Zahl n mit mindestens 3 Stellen (im Dezimalsystem). Sei m die Zahl,

die entsteht, wenn man aus n die letzten beiden Ziffern wegstreicht.

n

(a) Bestimmen Sie die grofitmogliche Zahl n, fiir die 7> = 107 gilt.

(b) Was ist der kleinstmdogliche Wert fiir -7 Geben Sie eine Zahl n € N an, fiir die ”* minimal

wird.

(c) Was ist der grofitmogliche Wert fiir 2>? Geben Sie eine Zahl n € N an, fiir die > maximal wird.

Losung:

Die Zahl n kann in der Form n = 100-a + b mit a € N* und b € {0,...,99} geschrieben werden.
Damit ergibt sich die Zahl m, die entsteht, wenn man aus n die letzten beiden Ziffern wegstreicht,

als m = a. Also ist:

n_100-a+b 0.0
m a a
(a) Es gilt:
n b b
— =107 & 100+-=107 < —-=7 < b=T7-a
m a a

Die groBtmogliche Zahl n mit * = 107 erhélt man somit, indem man fiir b das gréfite Vielfache
von 7 mit b < 99 wéahlt. Also hat man b = 98 und folglich a = % =14.

Die grofitmogliche Zahl n mit - =107 ist somit:  n = 1498
(b) Es ist stets (wegen a >0 und b > 0):

" 100+ 2 5100100+ 2 = 100
m a a

Der kleinstmogliche Wert von - ist somit 100. Die Zahlen n mit - = 100 sind (genau) die
Vielfachen von 100 (dann ist b = 0), also n € {100,200, 300, ...}.

(c) Es ist stets (wegen a > 1 und b > 99):

100+ 2 > 100<100+ 2 = 109
m a 1

Der kleinstmogliche Wert von 2 ist somit 199. Die (einzige) Zahl n mit > =199 ist n = 199
(dann ist ¢ =1 und b=99).
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