Institut
fr

TAG DER MATHEMATIK 2017 MATHEMATIK

Aufgaben fiir die Klassenstufen 11/12

mit Losungen

Einzelwettbewerb Aufgaben OE1, OE2, OE3
Gruppenwettbewerb | Aufgaben OG1, OG2, OG3, 0G4
Speedwettbewerb Aufgaben OS1, OS2, 0S3, 0S4, OS5, 0OS6, OS7, OS8

Dr. Dominik Faas Universitdt Koblenz-Landau www.tdm.uni-landau.de



Institut
far

TAG DER MATHEMATIK 2017 MATHEMATIK
Aufgabe OE1:

(a) Welche Punkte in der Ebene haben sowohl zur a-Achse, als auch zum Punkt A = (0,1) den
Abstand 13 ?

(b) Die Menge aller Punkte in der Ebene, die von der z-Achse denselben Abstand haben wie vom
Punkt A =(0,1) entspricht dem Graphen einer Funktion f:R — R.

Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung von f.
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Loésung:

(a)

Gegeben sei ein Punkt P = (z,y) in der Ebene.
Dann gilt:

e Der Abstand von P zur z-Achse betrégt |y|.

e Der Abstand von P zum Punkt A = (0,1) betréigt \/(z - 0)2 + (y - 1)2 = /22 + (y - 1)2.

Die gesuchten Punkte P = (z,y), sind also genau die, die die Gleichungen

ly] =13 und 2?2+ (y-1)2=13
————
@ (In

erfiillen.

Aus (I) erhdlt man: y = —13 oder y = 13

1.Fall: y = -13:

Setzt man dies in (II) ein, so folgt:

VaZ+ (13-1)2=13 “EETY 22,108=169 <  22=-29

Dies ist nicht moglich, also kann dieser Fall nicht eintreten.
Alternative Argumentation: y kann nicht negativ sein, da sonst der Abstand von P zur z-Achse kleiner wére als der

Abstand von P zum Punkt A = (0,1).

2.Fall: y = 13:

Setzt man dies in (II) ein, so folgt:

Ve (13-1)2=13 (@ITLETITY 02,144 2169 < 22225 < z=-5Soderz=5

Mit (I) folgt: Py = (=5,13) und P» = (5,13) haben zur z-Achse und zu A den Abstand 13.

Sei nun P = (z,y) ein Punkt in der Ebene, der von der z-Achse denselben Abstand wie vom
Punkt A =(0,1) hat.

Dann gilt (vergleiche (a)):
2

uadrieren +1
Vaz+(y-1)2=y gy Pr(y-1) =y o f-url=yt o 241=2y < y:x2

Man beachte beim Quadrieren, dass beide Seiten > 0 sind. (y < 0 ist nicht moglich, da sonst der Abstand von P zur

xz-Achse kleiner wire als der Abstand von P zum Punkt A =(0,1).)

22 +1

Also:  f(x) = 5 fiir alle z e R
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Alternativlésung zu (a):

Wir zeichnen zwei Paralellen g1 (in der oberen Halbebene) und go (in der unteren Halbebene) zur
2-Achse im Abstand 13 sowie einen Kreis k um A = (0,1) mit dem Radius 13.

Offenbar kann g keine Schnittpunkte mit k& haben, da der Abstand eines Punkts in der unteren

Halbebene zur z-Achse immer kleiner ist als der Abstand dieses Punkts zu A = (0,1).

Die Schnittpunkte von k& mit g; bezeichnen wir mit S; (im ersten Quadranten) und Sy (im zweiten
Quadranten). Da g; den Abstand 13 zur z-Achse hat (und in der oberen Halbebene liegt), haben
alle Punkte auf ¢g; die y-Koordinate 13.

AuBerdem sei B der Schnittpunkt von g; mit der z-Achse.

¥ s
16
82/—-—"‘“\81 g1
B il /
é’10 /
8 f'; k

Pytagoras in A ABS; liefert:

[BS| = \/[ASi]" - [AB|" = /137 = (13-1)? = V169 — 144 = /25 = 5

Da S; im 1. Quadraten liegt, ist die z-Koordinate von S; also 5, damit ist S7 = (5,13).

Analog ist So = (-5, 13).
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Aufgabe OE2:

Zﬁu%erlﬁil

Bei einer Toilettenpapierrolle gilt:

Wenn der Aulenradius nur noch halb so gro§ wie zu Beginn ist, ist noch 1/5 des Papiers iibrig.

Welcher Anteil des Papiers ist noch iibrig, wenn der AuBenradius nur noch 1/3 so groff wie zu

Beginn ist.

Hinweis: Sie kénnen die Rolle als zylindrisch annehmen.
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Losung;:

Wir bezeichnen den Auflenradius der Rolle mit R, den Innenradius mit r und die Hohe mit h.

Zu Beginn ist das Volumen des Toilettenpapiers gegeben als:

Vo=nR* h-nr®-h=nh-(R*-r?)

Ist der Auflenradius nur noch halb so grofl wie zu Beginn, so betrigt das Volumen des Toiletten-
papiers nur noch:

2
V1=7r(§) -h—7r7”2~h=7rh-(iR2—7“2)

Aus V; = %VO ergibt sich:

v h- 2 _ .2 R2_2 1
H_ T (lR2_r2) =T 2_7‘2 = §R2—57°2=R2—7°2 = ZR’-4? = R?’=16r" = R=4r
1 7rh-(4R r2) 1R?-r 4 4

5=

Daraus folgt:
Vo =7h-(R*-1%) = wh- ((4r)* = r?) = wh - 151

Ist der Auflenradius nur noch 1/3 so grofl wie zu Beginn, so betrigt das Volumen des Toilettenpa-
piers nur noch:

2
1@=w(§) -h—wrz-hzwh-(lRQ—rZ) (Rzdn) Wh-(ETZ—Tz)zwirer
3 9 9 9

Der verbleibende Anteil betréigt jetzt also:

Va ﬂh-%rQ _i

Vo wh-15r2 135
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Aufgabe OE3:

Fiir eine positive reelle Zahl u bezeichen wir mit |u| € N bzw. [u] € N die Zahl, die man erhilt,

wenn man v auf die néchstkleinere bzw. nichstgroffere natiirliche Zahl abrundet bzw. aufrundet.

Beispiele: [11,6] = 11 und [11,6] = 12
l\/gj = 2 und [\/g] = 3
|24,01] = 24 und [24,01] = 25
8] = 8 und [8] = 8
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichungen
lz] _[=] VJ [ff]
w2l b bl I it
(@) 57 =7 ®) 1517135

iiber der Grundmenge R* =10, 00[= {z € R; = > 0}.
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Loésung 1:

(a) Wir definieren N = [z]. Da z >0 muss N eine natiirliche Zahl mit N > 1 sein.

e Im Fall z e Nist |2] =[] = N. Dann kann = die Gleichung aber nicht lésen, denn es ist:

lz] N N _[x]

>
2 2 3 3
o Ist ¢ N, so ist nun |2] =[] -1=N - 1. Damit:

N-1 N . -
le] [l N-1_ N s v s oy "8 yog
2 3 2 3

Die Gleichung ist also genau dann lésbar, wenn z ¢ N und [z] = 3. Also ist die Losungsmenge:

L=]2,3[

(b) Wir bezeichnen N = [%]
———
1)
Wegen z > 0 ist auch 3 >0 und damit muss N eine natiirliche Zahl mit N > 1 sein.

Falls = die Gleichung 16st, ist auch [%J =N.

—
@
Es gilt:
1) N=[f] & N-1<Z<N S 3N-3<z<3N
2 N=|%] < N<Z<N+1 & 2N <z < 2N +2

Damit die Ungleichungen 3N — 3 < z und x < 2N + 2 beide erfiillbar sind, muss gelten:

SN-3<2N+2 &° N<5
Also kommen fiir N nur die Werte N € {1,2,3,4} in Frage. Wir untersuchen nun fiir diese
moglichen Werte von N nochmals die Ungleichungsketten, die wir aus (1) und (2) erhalten
haben:

Fall N =1 Fall N =2 Fall N =3 Fall N =4

(1) 0<z<3 3<x<6 6<z<9 9<z<12
(2) 2<x<4 4<x<6 6<z<8 8<z <10
| )UND(2) || 2<w<3 1<z<6 6<x<8 | 9<ax<10

Insgesamt ergibt sich die Losungsmenge:

L =[2,3]u[4,8[~{6}U]9, 10[
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Lo6sung 2:
(a) Wir zeichnen die Graphen der Funktionen
R* - R, x»% und R, - R, xw%
grin rot
3+
8/3 +
5/2 + )
7i3 +
2 + % %
5/3 + et
3/2 + My
43 ¢ —————————x
1+ —_—
2/3 + B EEE——
172 + —_— o
13 p—————————x
1 3 3 % 8 e
Man kann die Losungsmenge ablesen: L =]2,3[
(b) Wir zeichnen die Graphen der Funktionen
R* - R, xH[EJ und R; >R, x»[f]
2 3
griin rot
54 —
4 + *
3+
2% #
1 =
e B IR I I T I TR T T I

Man kann die Losungsmenge ablesen: L =[2,3]u[4,8[\{6}u]9,10]
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Aufgabe OG1:

Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punkts A auf der z-Achse und eines Punkts B auf dem

Graphen der Funktion

fiRE >R, f(z) =@
so dass A, B und der Ursprung O = (0,0) ein gleichseitiges Dreieck AOAB bilden.
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Loésung 1:
Wir bezeichnen die Koordinaten von A und B wie folgt: A= (24,0) und B = (1’3, \ /xB)

Damit ergibt sich:

Der Abstand von O zu A: |OA V(24 -0)2+(0-0)2 VT = |z al

Der Abstand von A zu B: |@| = \/(:EA—;UB)2+(O—J:EB)2 Vxa2-2zarp +Tp2+ 2R
Der Abstand von B zu O: |BiO| V(@ -02+(/75)?2-0 = VzgZ+ap

Diese drei Abstdnde miissen gleich sein, somit gilt:

Quadrieren

|3:A|:\/(xA—xB)2+zB:\/$32+x3 — Al =aA -2 +TRltxp =R + 1R

Wir haben also zwei Gleichungen:

B
XA2 =20 AT+l +2p = 24> < 2rarp+rpl+ag=0 < -2x4+2x5+1=0
2
—rB —IB A
XA’ -2warp+rR’+xp=ap+ap < xa2—2x425=0 < x4-2x=0

Man beachte bei der Division der Gleichungen durch x4 bzw. zp, dass 4 # 0 und zp # 0 gilt, da sonst A = (0,0) oder

B =(0,0) gelten wiirde, damit wiirden A, B und O kein Dreieck bilden.
(I) und (II) bilden ein lineares Gleichungssystem.
Aus (II) folgt: x4 =2zp

3 :3
Setzt man dies in (I) ein, so erhdlt man: -4ep+axp+1=0 TSP 1= 3rg < % =zpB

Wi

Setzt man dies wiederum in (II) ein, so folgt: x4 =2- % =

Also ergibt sich die Losung;:

092 01 | o01 02 03 04 05 06 07 08

Da einige Umformungen oben keine Aquivalenzumformungen waren (Quadrieren), ist eine Probe

notwendig:
04| = 2l - H - 3
4B - Ved mmasre e = V3 230045 -
|%| = ‘/xB2+xB — /(%)24_% _ %

(D
(IT)
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Loésung 2:
Wir bezeichnen die Seitenlinge des Dreiecks mit a, die Lénge der Hohe h von B auf AO mit h und

den Fuflpunkt dieser Hohe mit h.

al? H

Da AOAB gleichseitig ist, gilt |07H| =3.
Da b auf dem Graphen der Wurzelfunktion liegt, folgt daraus h = \/g .

Nach dem Satz des Pytagoras im AOH B erhélt man nun:

(a)2 a’ 9 a?
=] +y\/= =a° < —+
2 2 4

Damit ergibt sich:



Institut
far
TAG DER MATHEMATIK 2017 MATHEMATIK

Aufgabe OG2:

Gegeben seien zwei Punkte M7 und Ms in einem Abstand von 10cm und zwei Kreise:

e %y mit Radius lem und Mittelpunkt M,

e ko mit Radius 7cm und Mittelpunkt M,
Eine Gerade g ist Tangente beider Kreise und beriihrt k7 im Punkt B; und ks im Punkt Bs.
Bestimmen Sie den Abstand von By zu Bs.

Achtung: Die Aufgabenstellung ist nicht eindeutig. Finden Sie alle méglichen Lésungen.
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Loésung:

Es macht fiir die Losung einen Unterschied, ob die beiden Kreise auf derselben Seite von g oder

auf verschiedenen Seiten von g liegen.
1. Fall Beide Kreise liegen auf derselben Seite von g.
Da g Tangente an kq ist, gilt « My B1Bs = 90°.

Da g Tangente an ko ist, gilt « By BoMy =90°.

Wir zeichnen weiterhin eine Parallele zu g durch M; ein und bezeichnen den Schnittpunkt dieser
Parallelen mit MsBs mit X. Dann ist OM; X B> B; ein Rechteck.

Nun folgt:  |B1Bs| = [V X| = \/[[pi| - X[

Dabei ist:

|MiMs|=10cm  und  [MaX|=|MyBsy| - [BoX| = |[MyBs| - [MyBi] = 7Tem - 1em = 6cm

Also:

[B1B,| = \/ (10cm)? - (6¢m)? = 8em
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2. Fall Beide Kreise liegen auf verschiedenen Seite von g.
Da g Tangente an k; ist, gilt « Bo By M7 =90°.
Da g Tangente an ks ist, gilt « By Bo My = 90°.

Wir bezeichnen den Schnittpunkt von M;Ms und g mit X.

k1

Die Dreiecke AM;B1X und AM;Bs X sind dhnlich zueinander, denn 2 X By M7 =90° = 2 X By M,
und LM1XBl = AMQXBQ (SCheltGIWIerl)

M\ X|  |[M>X| . M\ X|  |MpX]|
M B [M,B,)| lem  7em

MoX|=7-MX]|

Zusammen mit

ML X| + [MX| = [My M| = 10em

folgt daraus:
|M1X| = é -10cm  und |M2X| = g -10cm

Nun ergibt sich (mit dem Satz des Pytagoras in den Dreiecken AM;B; X und AMs By X):

|BlBQ| = |BlX| +|BQX|

= \/|M1X|2 ~[ALB| + \/|M2X|2 -3 B

\/(; -10cm)? - (1em)? + \/(; -10cm)? - (7cm)?

é . \/(10cm)2 - (8cm)? + g . \/(1Ocm)2 - (8cm)?

1
= 7'60m+z-6cm
8 8

6cm
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Aufgabe OG3:

In einem geschlossenen kegelférmigen Behilter aus Glas befindet sich Wasser.

Stellt man den Behilter auf die Grundfliche des Kegels steht das Wasser 1cm hoch.
Hé&lt man den Behélter mit der Kegelspitze nach unten steht das Wasser 2cm hoch.
Bestimmen Sie die Hohe des Kegels.

Anmerkung: Sie benttigen das Wurzelzeichen, um das Ergebnis anzugeben. Sie brauchen die vorkom-

mende(n) Wurzel(n) nicht (ndherungsweise) zu berechnen.
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Loésung:
Wir bezeichnen das Volumen des Wassers mit V', die Hohe des Kegels mit A und den Radius seiner

Grundfliche G mit r. Es gilt G = 7r2.

Wir nutzen nun die in der Aufgabe gegebenen Informationen:

1.) Stellt man den Behilter auf die Grundfliche des Kegels, so bildet das Wasser einen Kegel-

stumpf. Dessen Volumen ergibt sich als:

1 1
V= g-m*2-h - g-wr12~h1
N——— N———

Volumen gesamter Kegel Volumen des Luftraums innerhalb des Kegels

Dabei gilt (Strahlensatz):

Setzt man dies oben ein, so folgt:

1 2 1 h] 2 777"2 3 3 G 3 3
V:§'7TT' 'h—g'ﬂ'(f'T’) hlzﬁ(hf —hl ):Sﬁ(h —hl)

Da das Wasser 1cm hoch steht, gilt A; = h — 1lcm und folglich:

b3 —hy® = h® = (h = 1em)® = b3 = h® + 3emh? - 3em?h + 1em® = 3emh? - 3em?h + 1em®

Also: V= 3% . (3cmh2 —3cm?h + 1cm3)
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MATHEMATIK
2.) Hilt man den Behilter mit der Kegelspitze nach unten, so bildet das Wasser einen Kegel

Dessen Volumen ergibt sich als:

V:§-7TT§~h2

.
Dabei gilt (Strahlensatz):
re_he ke
r o h T h
Setzt man dies oben ein, so folgt:
1 h2 )2 71'7’2 3 G 3
Vezonl=2.0) ho=— hi=— .}
3W(hr 2732 T
Da das Wasser 2cm hoch steht, gilt hs = 2cm.
Also: V= 3% -8cm?

Gleichsetzen von 1.) und 2.) liefert nun (nach Division durch %)

2 2 3 3 ~lcm?® / :3cm
3cmh” — 3cm“h + 1lem® = 8cm —

h? - lemh = Zcm2

+(%cm)2 / bin. Formel
=

— h= 1— ﬁ cm oder h= 1+ g cm
2 12 2

Da h > 2cm gelten muss, kommt nur die folgende Losung in Frage:

(1 31
h—(2+ 12)(:111
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Aufgabe OG4:

Die Quersumme einer natiirlichen Zahl ist definiert als die Summe Threr Ziffern. Wie viele auf-

einanderfolgende natiirliche Zahlen mit lauter verschiedenen Quersummen gibt es maximal?
Geben Sie die kleinsten solchen Zahlen an.

Begriinden Sie auch die Korrektheit Threr Losung.
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Loésung:

Es gibt maximal 20 aufeinanderfolgende Zahlen mit lauter verschiedenen Quersummen.

Die kleinsten solchen Zahlen sind: 990,991, ...,1009

Zahl 9901991992993 1994 1995|996 | 997 | 998|999 | 1000 | 1001 | 1002 | 1003 | 1004 | 1005 | 1006 | 1007

1008

1009

Quersumme || 18 | 19 | 20 | 21 | 22 |23 |24 |25 |26 |27 | 1 2 3 4 5 6 7

10

Zur Begriindung;:

Wir schreiben Q(n) fiir die Quersumme einer Zahl n. Aulerdem schreiben wir abkiirzend E fiir Einerstelle, Z fiir Zehner-

stelle, H fiir Hunderterstelle, T fiir Tausenderstelle und ZT fiir Tausenderstelle.

Wir untersuchen, wie sich die Quersumme &ndert, wenn man eine Zahl um 1 erhoht.

e (Anderung von E, aber nicht von Z)

Falls die Endziffer von n von der Form * mit * € {0,...,8} ist, so gilt:
QRQn+1)=Q(n)+1

e (Anderung von E und Z, aber nicht von H)

Falls die Endziffern von n von der Form *9 mit * € {0,...,8} ist, so gilt:
Q(n+1)=Q(n)-9+1=Q(n) -8

e (Anderung von E, Z und H, aber nicht von T)

Falls die Endziffern von n von der Form +99 mit * € {0,...,8} ist, so gilt:
Qn+1)=Q(n)-9-9+1=Q(n)-17

e (Anderung von E, Z, H und T, aber nicht von ZT)
Falls die Endziffern von n von der Form %999 mit * € {0,...,8} ist, so gilt:

Qn+1)=Q(n)-9-9-9+1=Q(n)-26

Wir begriinden zunéchst, dass es maximal 20 aufeinanderfolgende Zahlen mit lauter verschie-

denen Quersummen gibt.
Es gibt 20 Zahlen mit verschiedenen Quersummen, da wir oben solche Zahlen angegeben haben.

Unter mindestens 21 aufeinanderfolgenden Zahlen gibt es aber mindestens 11 aufeinanderfol-

gende Zahlen, bei denen sich die Hunderterstelle nicht dndert.

Zahlt man die 11 Zahlen aufsteigend, so verdndert sich die Quersumme genau einmal um -8
(Anderung von E und Z, aber nicht von H) und genau 9-mal um +1 (Anderung von E, aber

nicht von Z). Dabei muss sich die Quersumme mindestens einmal wiederholen.
Nun begriinden wir, dass sich bei diesen 20 Zahlen auch die Tausenderstelle &ndern muss.

Waire dies nicht der Fall, so kénnte sich die Quersumme bei aufsteigendem Zihlen dieser 20
Zahlen nur einmal um —17 (Anderung von E, Z und H, aber nicht von T) und sonst immer um
+1 (Anderung von E, aber nicht von Z) veréindern.

Eine Anderung um -8 (Anderung von E und Z, aber nicht von H) kann nicht auftreten, da man sonst wieder 11

aufeinanderfolgende Zahlen hétte, bei denen sich die Hunderterstelle nicht dndert. (Dies kann nicht sein, siehe 1.).)

Wiirde sich die Tausenderstelle nicht dndern, so kénnte man also héchstens 18 aufeinanderfol-
gende Zahlen mit verschiedenen Quersummen (16-mal Anderung um +1 und 1-mal Anderung
um —17) finden, ein Beispiel dafiir wiren die Zahlen 92,93,...,109 mit den Quersummen
11,12,...,18,1,2,...,10.
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Aufgabe OS1:

Bestimmen Sie eine natiirliche Zahl z mit: 229 = 9%0
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Losung;:

Da 9 =3% (und da 3 eine Primzahl ist), muss 2 von der Form x = 3" mit n € N sein.

Einsetzen liefert:
220 2930 o (3n)20 _ (32)50 o 320m_3100 . 90, _100 < n=5

Also:  x=3%=243
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Aufgabe OS2:
Knut wiirfelt gleichzeitig mit einem 10-seitigen Wiirfel, der die Augenzahlen 1,2, ..., 10 zeigt, einem
8-seitigen Wiirfel, der die Augenzahlen 1,2,... 8 zeigt und einem gewdhnlichen 6-seitigen Wiirfel,

der die Augenzahlen 1,2;...,6 zeigt.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Wiirfel diesselbe Augenzahl zeigen?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Wiirfel verschiedene Augenzahlen zeigen?

(Alle Wiirfel zeigen jede mogliche Augenzahl mit derselben Wahrscheinlichkeit.)
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Loésung:

(a)

Egal, welche Augenzahl der 6-seitige Wiirfel zeigt, zeigt der 8-seitige Wiirfel mit der Wahr-
scheinlichkeit % dieselbe Augenzahl.

Ist dies der Fall, so gilt:
Egal, welche Augenzahl der 6-seitige und der 8-seitige Wiirfel zeigen, zeigt der 10-seitige Wiirfel
mit der Wahrscheinlichkeit %0 dieselbe Augenzahl.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Wiirfel diesselbe Augenzahl zeigen, betrigt also:

1
10 80

Qo | =

Egal, welche Augenzahl der 6-seitige Wiirfel zeigt, zeigt der 8-seitige Wiirfel mit der Wahr-

scheinlichkeit % eine andere Augenzahl.

Ist dies der Fall, so gilt:
Egal, welche beiden Augenzahlen der 6-seitige und der 8-seitige Wiirfel zeigen, zeigt der 10-

seitige Wiirfel mit der Wahrscheinlichkeit % eine andere Augenzahl.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Wiirfel verschiedene Augenzahl zeigen, betrigt also:

T8 7

810 10
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Aufgabe OS3:
Das folgende Schaubild zeigt den Graphen einer Funktion f:R - R.

Graph von f

+

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion

g:R-R, g(x) = f(f(x))

Man nennt g auch die Hintereinanderausfiihrung von f mit sich selbst und schreibt dafiir g =fof.

in das folgende Koordinatensystem:
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Losung:

éraph+ von +g
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Aufgabe OS4:

99 Piraten erbeuten einen Schatz. Da die Piraten eine strenge Rangfolge untereinander haben, wird

der Schatz nach folgenden Regeln verteilt:

Der 1. Pirat erhélt die Hélfte des Schatzes.

Der 2. Pirat erhélt ein Drittel von dem, was iibrigbleibt.
Der 3. Pirat erhélt ein Viertel von dem, was tibrigbleibt.
Der 4. Pirat erhilt ein Fiinftel von dem, was iibrigbleibt.
und so weiter

und so weiter

Der 99. Pirat erhélt ein Hundertstel von dem, was tibrigbleibt.

Der verbleibende Rest wird fiir die Reparatur des Schiffs verwendet. Um welchen Anteil des ge-

samten Schatzes handelt es sich dabei?
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Loésung:
Wir untersuchen, welcher Anteil des Schatzes noch iibrig ist, nachdem sich die ersten n Piraten
(mit n € {1,...,99}) ihren Teil genommen haben:

Nach dem 1. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig: % = %

Nach dem 2. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig: % - % = %

Nach dem 3. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig:  1-2-3 = 1

Nach dem 4. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig:  £-2-3.2 = 1

und so weiter

Nach dem 99. Pirat ist noch der folgende Anteil {ibrig: % - % - % - % e % : % = 1—(1)0

1

Es wird also genau 155

des gesamten Schatzes fiir die Reparatur des Schiffes verwendet.
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Aufgabe OS5:

Alex und Ben bilden ein Team bei einem Rennen, bei dem beide eine 5km lange Strecke zuriicklegen

miissen, wobei sie aber nur ein Fahrrad zur Verfiigung haben. Es ist erlaubt, dass einer mit dem
Rad voraustihrt, dieses abstellt und dann weiterlduft, und der andere zunéchst lauft, das Rad

aufnimmt und ins Ziel fihrt. (Verboten ist es, dass beide gleichzeitig das Rad benutzen.)
Es gilt:

e Alex kann 12km/h schnell laufen.

e Ben kann 10km/h schnell laufen.

e Beide kénnen 20km/h schnell radfahren.

Wie lange brauchen sie, um so schnell wie méglich (beide) ins Ziel zu kommen? Geben Sie das

Ergebnis in Minuten an.
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Loésung:
Sie kommen am schnellsten ins Ziel, wenn der Vorausfahrende (egal welcher von beiden), das Rad

so abstellt, dass beide gleichzeitig ins Ziel kommen.

Sei x die Strecke, die Alex lduft. Dann muss er die Strecke 5km —x mit dem Rad fahren. Insgesamt

bendtigt er also die Zeit:
x 5km — x

~ T2km/h * 20km/h
Entsprechend lauft Ben die Strecke 5km — z und fdahrt die Strecke z mit dem Rad. Insgesamt

Ta

bendtigt er also die Zeit:
5km — x x

5= T0km/b  20km/h

Bei richtiger Taktik gilt also:

TeoT - T +5km—$_5km—x+ T
ATOB 12km/h ~ 20km/h  10km/h = 20km/h

oo/ 5z + 3(5km — ) = 6(5km — z) + 3z
<= 22 + 15km = 30km - 3z
= 5z = 15km
< x = 3km

Damit ergibt sich fiir T4 = Tg:

3km 5km-3km
Tp = pgkm o+ Sn-3kn _ 0 95 +0.1h = 0.35h

_ 5km-3km 3km  _ _
baw. T = Smetkm , sl _ 0.9 +0.15h = 0.35h

Sie benottigen im Idealfall also 0.35 Stunden, dies enstpricht 0.35- 60 = % -60 = 7-3 =21 Minuten.
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Aufgabe OS6:
Der sogenannte goldene Schnitt ist eine Zahl ¢ > 1, die die Gleichung

Yl=p+1

erfiillt. Bestimmen Sie Zahlen a,b e N mit ¢©® =a- ¢ +b.
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Losung:
Es gilt:

¢4=(¢2)2=(90+1)2=<p2+2<p+1=90+1+290+1=390+2
Daraus folgt:

08 = (") = (Bp+2)2 = 90" + 120+ 4=9(p+ 1) + 120+ 4= 21+ 13

Alsoist: a=21und b=13

Anmerkung: Allgemeiner gilt " = F,, ¢ + F,,_1 fiir alle n € N ist, wobei F,, die n-te Fibonacci-Zahl ist.
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Aufgabe OST:
Die Ziffern 0,1,2,...,9 werden in eine zufiillige Reihenfolge gebracht. Dabei entsteht eine Zahl N.

(Es ist dabei auch erlaubt, dass die Ziffer 0 ganz vorn steht. In diesem Fall hat sie auf N keine Auswirkung.)
(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 9 teilbar ist.
(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 25 teilbar ist.

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 225 teilbar ist.
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Loésung:
(a) Eine Zahl ist genau dann duch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

Da die Quersumme der Zahl N immer
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45

betragt, und 45 durch 9 teilbar ist, ist N in jedem Fall durch 9 teilbar.
Die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 9 teilbar ist, betrdgt also 1.

(b) Eine Zahl ist genau dann duch 25 teilbar, wenn die aus den letzten beiden Ziffern der Zahl
gebildete Zahl durch 25 teilbar ist, also 00, 25,50 oder 75 ist.

Da nur eine Null zur Verfiigung steht, kann NV nicht auf 00 enden.

Losung mit einem Baumdiagramm:

letzte Ziffer vorletzte Ziffer

weder 0 noch 5 2 oder 7

©ln

. 5 andere Ziffer

©oN

N

©Ol=

©loo

andere Ziffer

Die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 25 teilbar ist, betrédgt also: 1—10 . % + % . % 0
Kombinatorische Losung:
Es gibt 10-9 = 90 Moglichkeiten fiir die letzten beiden Endziffern, bei genau 3 davon ist N

durch 25 teilbar.

Die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 25 teilbar ist, betréigt also: 9—30 = 31—0

(¢) N ist genau dann durch 225 = 9- 25 teilbar, wenn N durch 9 und durch 25 teilbar ist.

Da N immer durch 9 teilbar ist (a), ist die Wahrscheinlichkeit, dass N durch 225 teilbar ist,
hier gleich der Wahrscheinlichkeit, dass N durch 25 teilbar ist, entspricht also 3—10 (b).
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Aufgabe OS8:
Gegeben sei ein regelméfiges 12-Eck.

(a) Wie viele jeweils zueinander nicht-kongruente Dreiecke, deren Eckpunkte auch Eckpunkte des
12-Ecks sind, gibt es?

(b) Wie viele dieser Dreiecke sind rechtwinklig?
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Loésung:

Fiir ein Dreieck A ABC, dessen Eckpunkte A, B, C auch Ecken des 12-Ecks sind, definieren wir die

“Eckenentfernungen des Dreiecks*, als die Anzahlen der Kanten des 12-Ecks zwischen den

Punkten A, B und C, wenn man das 12-Eck umléuft.

Diese Eckenentfernungen miissen sich immer zu 12 addieren. Hier einige Beispiele:

Eckenentfernung 4

Eckenentfernung 4

Eckenentfernung 4

Eckenentfernung 1

Eckenentfernung 10

(a) Es gilt (Kongruenzsatz SSS):

’ Zwei der Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sie diesselben Eckenentfernungen haben.

Also gibt es unter diesen Dreiecken genau so viele paarweise nicht-kongruente Dreiecke, wie es

verschiedene Summen aus 3 Summanden gibt, deren Wert 12 ist. Diese lassen sich auflisten:

1 + 1 + 10 = 12
1 + 2 + 9 = 12
1 + 3 + 8 = 12
1 + 4 + 7 = 12
1 + 5 + 6 = 12

2
2
2
2

+ o+ o+ o+

T = W N

+ o+ o+ o+

T O N @

12
12
12
12

12
12

4 + 4 + 4

12

Man sieht: Es gibt 5+ 4 + 2+ 1 = 12 solche Summen und damit auch 12 jeweils zueinander

nicht-kongruente Dreiecke, deren Eckpunkte auch Eckpunkte des 12-Ecks sind.
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(b) Es gilt:

’ Eines der Dreiecke ist genau dann rechtwinklig, wenn es die Eckenentfernung 6 hat.

Begriindung: Fiir eines der Dreiecke A ABC' betrachten wir den Kreis mit Durchmesser AB.

Haben A und B die Eckenentfernung 6, so ist AB auch der Durchmesser des Kreises, auf dem alle
Eckpunkte des 12-Ecks liegen. Somit liegt dann auch C auf diesem Kreis. Nach dem Satz des Thales
hat dann AABC bei C einen rechten Winkel.

Haben A und B eine Eckenentfernung < 6, so liegt C' aufierhalb des Kreises, damit (Umkehrung Satz
des Thales) hat AABC bei C keinen rechten Winkel.

Haben A und B eine Eckenentfernung > 6, so liegt C' innerhalb des Kreises, damit (Umkehrung Satz
des Thales) hat AABC bei C keinen rechten Winkel.

Eckenentfermung 6

C
C liegt auf dem
Thaleskreis

C
C liegt auBerhalb des,
Thaleskreis

Eckenentfernung 5

Eckenentfernung 8

C liegt innerhaly/des
Thaleskreis

Also hat AABC' genau dann bei C einen rechten Winkel, wenn die Eckenentfernung von A und B

genau 6 ist.
Analog hat AABC genau dann bei B einen rechten Winkel, wenn die Eckenentfernung von A und
C genau 6 ist und genau dann bei A einen rechten Winkel, wenn die Eckenentfernung von C' und B

genau 6 ist.

Da es in (a) drei Summen gibt, in denen der Summand 6 vorkommt (1+5+6=12, 2+4+6 =

12, 3+ 3+ 6 =12) sind genau 3 der Dreiecke rechtwinklig.



