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Aufgaben fiir die Klassenstufen 9/10

mit Losungen

Einzelwettbewerb Aufgaben ME1, ME2, ME3
Gruppenwettbewerb | Aufgaben MG1, MG2, MG3, MG4
Speedwettbewerb Aufgaben MS1, MS2, MS3, MS4, MS5, MS6, MS7, MS8
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Aufgabe ME1:

Bei einer Uhr mit Ziffernblatt werden:

e die 12 und die 4 mit einer Strecke verbunden
e die 8 und die 3 mit einer Strecke verbunden
In welchem Winkel schneiden sich die beiden Strecken.

Anmerkung: Gehe davon aus, dass die Zahlen 1,...,12 in regelmiifligen Abstéinden auf einem Kreis liegen.
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Loésung:
Wir nennen die Punkte, in denen die Ziffern 1,...,12 liegen Ay,..., A2
Es gilt:
cAsMAy = £5-360° = 120°
2AMA; = £-360° = 30°
2AsMAy, = 2-360° = 90°
\\*‘

ﬁ_‘q_‘_"“ _____ e =]
2 MAyAs = 2 AgAsM = 180027_300 =7
2 AgAsM = 180°-(120°+30°) _ 15°
150" (50°490) _ 0

2 MA4A»

Da A A4M Ajz gleichschenklig ist, folgt:
Da A A3M A8 gleichschenklig ist, folgt:
Da A Ay4M Aq5 gleichschenklig ist, folgt:
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Nun betrachten wir den Schnittpunkt S der in der Aufgabe genannten Strecken und untersuchen

die Winkel im A A4A3S.

Es gilt:
ASA4A3 = AMA4A3 - LMA4AS =75°-30° = 45°

——
:4MA4A12

4A4A3S = 4A4A3M— LSA3M =75°-15° = 60°

—_——
=2 AgAsM

Daraus folgt (Winkelsumme im Dreieck):

4A3SA4 =180° - LSA4A3 - 4A4A35 =180° - 45° - 60° = 75°

Die beiden Strecken schneiden sich in einem Winkel von 75°.
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Aufgabe ME2:
Auf einem Parkplatz stehen PKW und LKW.

e Es kommen 10 PKW dazu. Dadurch steigt der Anteil der PKW an allen Fahrzeugen um 10

Prozentpunkte.

e Danach kommen nochmal 10 PKW dazu. Dadurch steigt der Anteil der PKW an allen Fahr-

zeugen um weitere 5 Prozentpunkte.

Zum Begriff “Prozentpunkt* folgendes Beispiel:

Steigt ein Anteil von 50% auf 70%, so hat er sich um 20 Prozentpunkte erhoht.

Wie viele PKW und LKW befanden sich urspriinglich auf dem Parkplatz?
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Loésung:

Es bezeichne:
P

L

Anzahl der PKW zu Beginn
Anzahl der LKW zu Beginn
N = Anzahl aller Fahrzeuge zu Beginn

P+L

Nach den gegebenen Informationen gilt:

(1) ;:ig :§+0.1 ME N(P+10) = (N +10)P+0.1N(N + 10)
< NP +10N = NP +10P +0.IN? + N
TNPOANTN N 0N = 10P
& 18N - 0.2N? = 20P
Die letzte Umformung wurde mit einem Blick auf die zweite Gleichung (siche unten) gewéhlt.
(2) ﬁiig - % 015 G N(P+20) = (N +20)P+0.15N(N +20)

- NP +20N = NP +20P +0.15N% + 3N
— — 2_
NEZOLNT=3N 0N~ 0.15N2 = 20P

Gleichsetzen liefert nun:

18N —0.2N2 = 17N 01582 VBN N 00582 2 0
e 20N - N?=0
< N(20-N)=0
ply 20-N=0
2 N =20

Setzt man dies (z.B.) in (I) ein, so folgt:
20P =18 -20 - 0.2207 2 P=18-02-20 & P=14

Somit befanden sich auf dem Parkplatz zu Beginn P =14 PKW und L=N-P =20-14 =6 LKW.

PROBE | PKW | LKW | gesamt | Anteil der PKW
I 14 _
zu Beginn: 14 6 20 5 = 0.7
10 PKW kommen hinzu: | 24 6 30 [Z# = 08
weitere 10 PKW kommen hinzu: 34 6 40 Z—é = 0.85
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Aufgabe ME3:

Fiir eine reelle Zahl u € R bezeichen wir mit |u| € Z die Zahl, die man erhélt, wenn man u auf die

néchstkleinere ganze Zahl abrundet.

Beispiele:

|11,6] = 11 |-11,6] = -12 |24,99] = 24

(a) Bestimme die Losungsmenge der Gleichung:

5

(b) Zeichne den Graphen der Funktion:

a:+3J
2

fiR-R, f@) -

(C) BeStimme die L(“)Sungsmenge der Gleichung:
l J
=
2

(d) Bestimme die Losungsmenge der Gleichung;:

lx+3

2 J=li
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Loésung:

(a) Die Zahlen, die auf 4 abgerundet werden, sind genau die Zahlen, die im Intervall [4,5[ liegen.

Also:
T +3

l“?’ <5 & 8<z+3<10 S B<a<T

2
Also ist die Losungsmenge: L= [5,7]

(b) f:R-R, f(z)=]%3]

J=4 < 4<

X — (x+3)/2

X — [(x+3)/2]

(¢) Graphische Losung:

Wir zeichnen zum Graphen der Funktion R - R, z [%BJ aus (b) noch den Graphen der

Funktion R - R, =~ z (der Graph entspricht der ersten Winkelhalbierenden).

4 —
3

2

X - [(x+3)/2]

Die Schnittstellen der beiden Graphen entsprechen den Losungen der Gleichung. Man erkennt
an der Graphik, dass: L ={2,3}

Rechnerische Losung;:

Da immer [%J € Z ist, kann x nur dann eine Losung der Gleichung sein, wenn z € Z ist.

Ist = € Z, so sind die Zahlen, die auf x abgerundet werden, genau die Zahlen, die im Intervall

[x,x + 1[ liegen. Also:

+3
VQ sz < x€Nund x§x+ <zx+1
Wegen
< %3 2 2r < x+3 = x <3
und %’3 <z+1 2 r+3 < 2x+2 %72 1 <=z
folgt:
+3
{952 J=:1: & zeNund l<z<3 <+ z¢{2,3)

Also: L={2,3}
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(d) Graphische Losung:

z+3

Wir zeichnen zum Graphen der Funktion R - R, z — [TJ aus (b) noch den Graphen der
Funktion R = R, z +~ |z].

7 Y——o

6 o——b W
5 Nt s

4 e e————————

3 Wr—r——e)

x — [(x+3)/2]
B e )
5 4 3 2 1 1 2 & 4 5 6 7 8 9
——s o—-1 x>
— — 2
—e 3

Die Schnittstellen der beiden Graphen entsprechen den Losungen der Gleichung. Man erkennt

an der Graphik, dass: L =[2,4]

Rechnerische Losung:

Wir bezeichnen N = |z|. Damit ist N € Z.
—_———

1)

Falls « die Gleichung 16st ist auch [%’?’J =N.

————
(2

Es gilt:

< N< z <N+1

-2 und -3
o N<zB N+l =N

: IN-3 <z <2N-1

@ -l

Damit die Ungleichungen 2N - 3 <z und x < IV + 1 beide erfiillbar sind, muss gelten:

N+3

IN-3<N+1 < N<4

Damit die Ungleichungen N <z und x < 2N -1 beide erfiillbar sind, muss gelten:

N+1

N<2N-1 <= 1<N

Also kommen fiir N nur die Werte N € {2, 3} in Frage. Wir untersuchen nun fiir diese méglichen

Werte von N nochmals die Ungleichungsketten, die wir aus (1) und (2) erhalten haben:

Fall N=2 | Fall N=3

(1) 2<z<3 3<zr<4

(2) 1<x<3 3<x<hH

| ) UND(2) || 2<2<3 | 3<u<4

Insgesamt ergibt sich die Losungsmenge: L = [2,4]
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Aufgabe MG1:

Bestimme alle sechsstelligen Zahlen der Form
aaabbb  mit unbekannten Ziffern a € {1,...,9} und b€ {0,...,9},

die durch 36 teilbar sind.

Tipp: Nutze eine Zerlegung von 36 als Produkt zweier geeigneter Zahlen.
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Loésung:
Wir schreiben aaabbb = N.

Da 36 =4-9 (und da 4 und 9 teilerfremd sind), ist N genau dann durch 36 teilbar, wenn N durch
4 und durch 9 teilbar ist.

Fiir die Teilbarkeit von N durch 4 beziehungsweise 9 nutzen wir die Teilbarkeitsregeln:

N ist genau dann durch 4 teilbar, wenn die aus den letzten beiden Ziffern von N gebildete Zahl
bb durch 4 teilbar ist. Da 00, 44, 88 durch 4 teilbar sind, 11, 22, 33, 55, 66, 77, 99 jedoch nicht,
kommt nur

b=0 oder b=4 oder b=8

in Frage.
N ist genau dann durch 9 teilbar, wenn die Quersumme von N, also

Q(n)=a+a+a+b+b+b=3a+3b

durch 9 teilbar ist.
e Falls b =0 ist Q(n) = 3a. Dies ist nur fiir a =3 oder a =6 oder a =9 durch 9 teilbar.
e Falls b=4 ist Q(n) = 3a + 12. Dies ist nur fiir a = 2 oder a =5 oder a = 8 durch 9 teilbar.
e Falls b=8ist Q(n) = 3a + 24. Dies ist nur fiir a = 1 oder a =4 oder a = 7 durch 9 teilbar.

Alle gesuchten Zahlen sind also:

333000 , 666000 , 999000 , 222444 , 555444 , 888444 , 111888 , 444888 , 777888
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Aufgabe MG2:

Auf einer zweispurigen Autobahn herscht stockender Verkehr.

e Auf der rechten Spur fahren LKW.
Jeder LKW hat eine Lange von 10 Metern, der Abstand zwischen zwei LKW betréigt 8 Meter.

e Auf der linken Spur fahren PKW.
Jeder PKW hat eine Liange von 5 Metern, der Abstand zwischen zwei PKW betrigt 7 Meter.

Auf beiden Spuren wird jeweils eine konstante Geschwindigkeit gefahren, wobei die PKW etwas

schneller sind. Der Fahrer eines PKW stellt fest, dass er pro Minute immer genau 4 LKW iiberholt.
(a) Von wie vielen PKW wird ein LKW pro Minute iiberholt?

(b) Ein Motoradfahrer fihrt zwischen den Spuren mit hoher Geschwindigkeit und iiberholt so pro
Minute immer 12 PKW. Wie viele LKW iiberholt er pro Minute?
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Loésung:

(a) Pro Minute fahren die PKW genau 4-LKW-Lingen (einschliefllich Abstand der LKW) weiter
als die LKW.

Die beiden Spuren “verschieben“ sich also pro Minute um 4 - (10m + 8m) = 72m.

Auf dieser Linge befinden sich —2%_ = 6 PKW.

5m+7m

4 LKW =72m = 6 PKW

Also wird jeder LKW pro Minute von 6 PKW {iberholt.

(b) Der Motoradfahrer fihrt pro Minute 12-PKW-Lingen, also 12 (5m + 7m) = 144m weiter als
die PKW und damit (siehe a)) 144m + 72m = 216m weiter als die LKW.

Auf dieser Léange befinden sich ﬁ =12 LKW.

Der Motoradfahrer iiberholt also pro Minute 12 LKW.
Alternativlosung: Der Motoradfahrer iiberholt 12 PKW. Wéaren die LKW gleich schnell wie
die PKW wiirde er damit

PKW—L?nge. _ 5m + 7Tm 19 B~12:8
LKW-Lénge 10m + 8m

T 18
LKW iiberholen.

Da die PKW aber schneller als die LKW sind und zusétzlich 4 LKW pro Minute (siehe (a))
iiberholen, iiberholt der Motoradfahrer 8 + 4 = 12 LKW.
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Aufgabe MG3:

Gegeben seien zwei Halbgeraden, die im selben Punkt A beginnen und einen Winkel von a = 10°
bilden.

Nun soll ein Streckenzug mit Strecken gleicher Lénge gebildet werden, wobei die erste Strecke
im Punkt A beginnt und auf einer der Halbgeraden liegt und jede weitere Strecke die beiden

Halbgeraden miteinander verbindet.

(Die Strecken diirfen sich dabei nicht iiberschneiden oder iibereinanderliegen.)

Strecke 1 Strecke 3

Strecke 2

Aus wie vielen Strecken kann der Streckenzug maximal bestehen?
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Loésung:
Wir benutzen die Bezeichungen Ag, A1, Ao, ... fiir die Endpunkte der einzelnen Strecken, wobei

A = A ist und die n-te Strecke die Endpunkte A,,_; und A, hat.
(Also: die erste Strecke verlduft zwischen A = Ay und A, die zweite Strecke verlduft zwischen A;

und A,, die dritte Strecke verlduft zwischen Ay und As, usw.)
e Das Dreieck A AygAqAs ist gleichschenklig. Daher gilt:
2ApAs Ay = £ A1AgAs = =10°
Folglich ist (Winkelsumme im Dreieck):
2 Ag Ay Ag = 180° — 2 AgAg Ay — 2 Ay AgAs = 180° — o — a = 180° - 2a = 160°
Damit ist (Nebenwinkel):

4A3A1A2 =180° - LAQAlAO =180° - (1800 - 20[) =20 =20°

e Das Dreieck A Ay A As ist gleichschenklig. Daher gilt:
2AgA3A; = 2 A3A1 Ay = 200 = 20°
Folglich ist (Winkelsumme im Dreieck):
2 A1 A3 A5 =180° — £ Ag A3 Ay — 2 A3 A1 Ao = 180° - 2a - 2a = 180° — 4o = 140°
Damit ist (Winkel ergénzen sich zu 180°):

4A3A2A4 =180° - 4A0A2A1 - 4A1A2A3 =180°-a - (1800 - 20&) =3a =30°

e Das Dreieck A A; A3 Ay ist gleichschenklig. Daher gilt:
2 AgAyAg = £ A3 Az Ay = 3 = 30°
Folglich ist (Winkelsumme im Dreieck):
2 A A3As =180° — 2 Ag Ay As — 2 A3 A3 Ay = 180° — 3ar — 3 = 180° — 6 = 120°
Damit ist (Winkel ergéinzen sich zu 180°):

4A5A3A4 =180° - 4A2A3A1 - 4A4A3A2 =180° - 2a — (1800 - 6a) =40 =40°

Durch Wiederholen dieser Argumentation folgt:

2A A 1A =nra=n10° und <2A,_1A, A, =180°-2n-a = 180°-n-20° fiir allen =1,2,3,.

Ar Aﬁ/
A z 809 80
? 60° % 40
40°/ 80
As
40°
20¢ 120° 0°
As ;
20° >
= g L 1, 30005 50 o 70° E‘
A=Ao Az As Ao As
Falls A1q exisitiert, wire demnach
AAgAgAlo =9-10°=90° wund 4A8A9A10 =180°-9-20°=0°
Damit wire Ag = A1p und die 10-te Strecke wéire identisch mit der 9-ten Strecke.
Also koénnen nur die Punkte Aq,..., Ag existieren und somit kann der Streckenzug aus maximal 9

Strecken bestehen (siehe Graphik).

- MMAX
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Aufgabe MG4:
Gegeben ist eine Raute OABC D, wir betrachten auflerdem den Winkel o = « BAD.

Gesucht ist die Menge M aller Punkte X im Inneren der Raute, fiir die gilt:

X4| > [XB|> [XC| > [XD|
(Dabei bezeichnet |@‘ den Abstand zwischen zwei Punkten P und Q.)

(a) Im ersten Fall sei a = 40°.

Zeichne M in die folgende Graphik ein:

D C.
A B

Um was fiir eine Art von Figur handelt es sich bei M? (Nenne einen moglichst speziellen Begriff.)

(b) Im zweiten Fall sei o = 70°.

Zeichne M in die folgende Graphik ein:

D C
A B

Um was fiir eine Art von Figur handelt es sich bei M? (Nenne einen moglichst speziellen Begriff.)

(¢) Bekannt sei nun, dass 0° < a < 90° gilt.

Bei welchen Werten von « ist M eine Figur wie in Fall 17

Bei welchen Werten von « ist M eine Figur wie in Fall 27

Begriinde deine Antwort.
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Losung;:
zu (a) und (b)

e Die Mittelsenkrechte m 4 g zu den Punkten A und B zerlegt die Ebene in zwei Halbebenen.
Wegen |ﬂ| > |ﬁ| liegt M in der Halbebene, in der auch B liegt.

e Die Mittelsenkrechte m g¢c zu den Punkten B und C zerlegt die Ebene in zwei Halbebenen.
Wegen [XB| > [XC| liegt M in der Halbebene, in der auch C liegt.

e Die Mittelsenkrechte m¢p zu den Punkten C' und D zerlegt die Ebene in zwei Halbebenen.
Wegen |X_C| > |X D| liegt M in der Halbebene, in der auch D liegt.

N

Es handelt sich bei M und ein rechtwinkliges Dreieck.

(b)

MAB

Es handelt sich bei M und ein Trapez.
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(¢) Wir bezeichnen:
e den Mittelpunkt von A und B mit M 4p und die Mittelsenkrechte zu A und B mit map
e den Mittelpunkt von B und C' mit Mpc und die Mittelsenkrechte zu B und C mit mpo
e die Seitenléinge der Raute mit r
Der Grenzfall tritt bei dem Winkel « ein, bei dem m 4p durch D verlduft (Voraussetzung (V)).

In diesem Fall verlduft auch mpc durch D

Begriindung: Die Dreiecke AAM gD und ACMpeD sind kongruent (SWS), denn

|AMAB‘:g:‘CMAC’ N ‘@|:7":|07D| 5 o = LDAMAB:LMBcCD

gegeniiberliegende Winkel in einer Raute

Folglich ist auch £ DMpcC = £ AMapD 2 90° und damit liegt D auf mpc.

BC
msc

A Mas B

MAB

Wir zeichnen nun zusétzlich die Diagonale BD ein (siehe unten). Es gilt:

e ABDA ist gleichschenklig.

Begriindung: Die Dreiecke AAMapD und ABMapD sind kongruent nach SWS, denn:

|AMAB| = g = |BMAB| ,  MapD ist gemeinsame Seite , 2AMapD =90°= 2DMapB

Folglich ist auch ‘E| = ’ﬁ’

Daraus folgt: «2DBA=24BAD =«
e Ebenso ist auch ACDB ist gleichschenklig. Daraus folgt: <«DBC = «BCD @) «a

zu (#*): Gegeniiberliegende Winkel in einer Raute sind gleich.

BC
msc

A Mas B

mas

Nun folgt: £ABC = £DBA+ «DBC = 2a , abdererseits aber auch £ ABC = 180° - «, denn

benachbarte Winkel in einer Raute ergénzen sich zu 180°.

Gleichsetzen: 2a=180°-a = 3a=180° = a=60°

Antwort: Fiir o < 60° ist M ein rechtwinkliges Dreieck (wie in (a)) und fiir a > 60° ist M ein
Trapez (wie in (b)).
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Aufgabe MS1:
In einer Quizshow beantworten alle Personen im Publikum zwei Fragen. Dabei stellt man fest:

e Genau 60 Personen beantworten beide Fragen richtig, genau 20 Personen beantworten beide

Fragen falsch.

e Die erste Frage wurde 150-mal richtig beantwortet, die zweite Frage wurde 80-mal richtig

beantwortet.

Wie viele Personen sitzen im Publikum?
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Losung;:
Sei N die Zahl der Personen im Publikum.

e Aus dem ersten Hinweis folgt:

Die Anzahl der richtigen Antworten (fiir beide Fragen zusammengenommen) betriigt:

60-2+20-0+(N-60-20)-1=120+ N -80=N +40

e Aus dem zweiten Hinweis folgt:

Die Anzahl der richtigen Antworten (fiir beide Fragen zusammengenommen) betréigt:

150 + 80 = 230

Gleichsetzen liefert:
n+40=230 = N =190
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Aufgabe MS2:
Ein rechteckiges Spielfeld ist in 6 x 10 quadratische Felder aufgeteilt.

Nun soll ein rechteckiger Spielstein der Grofle 2 x 3 Felder, so auf das Spielbrett gelegt werden, dass
er genau 6 Felder bedeckt.

Wie viele Moglichkeiten gibt es, diese 6 Felder auszuwihlen?
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Losung:
Es gibt zwei Moglichkeiten, den Richtung des Spielsteins zu wihlen (siehe Graphik unten). Dadurch

gibt es jeweils unterschiedliche Anzahlen fiir die Moglichkeiten, die vertikale und die horizontale

Lage des Spielsteins zu wéhlen.

i
0 :
10-2+1=9
10-3+1=8 Maglichkeiten
Moglichkeiten |
i a
I BT, ooosmsen a | s ot i
Moglichkeiten Méglichkeiten

Insgesamt gibt es also
8:5+9-4=76

Moglichkeiten, die 6 Felder fiir den Spielstein auszuwéhlen
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Aufgabe MS3:
Wiirde man bei einem Rechteck beide Seitenldngen um lem verkleinern, so wiirde der Flicheninhalt

um 20cm? kleiner werden.

Um wieviel wiirde sich der Flidcheninhalt erhhen, wenn man stattdessen beide Seitenldngen um

lem vergroflern wiirde?
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Loésung 1:

Wir bezeichnen die Seitenldngen mit a und b.

Verkleinert man beide Seiten um lcm, so verringert sich der Flacheninhalt um:
ab-(a-1cm)(b-1lcm) = ab-ab+ (a+b)em - lem? = (a + b)em — 1em?
Es gilt also:

(a+b)em - lem? = 20cm? = (a+b)em =2lem® =  a+b=2lcm

Vergroflert man beide Seiten um lem, so erhdht sich der Flidcheninhalt um:

(a+1cm)(b+ lcm) = ab+ (a + b)em + lem? — ab = (a + b) cm + 1em? = 21em? + 1em? = 22cm?

——
=2lcm

Loésung 2:
Wir bezeichnen die Seitenlédngen mit a und b. An folgender Graphik erkennt man, dass der Unter-
schied zwischen dem vergréferten Rechteck und dem Ausgangsrechteck um 2cm? grofler ist als der

Unterschied zwischen dem verkleinerten Rechteck und dem Ausgangsrechteck.

—————————

) —
p—
=er—
=
1
]

[ ]

|

— |

b

Also erhoht sich der Flicheninhalt um 20cm? + 2cm? = 22cm?.
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Aufgabe MS4:

99 Piraten erbeuten einen Schatz. Da die Piraten eine strenge Rangfolge untereinander haben, wird

der Schatz nach folgenden Regeln verteilt:

Der 1. Pirat erhélt die Hélfte des Schatzes.

Der 2. Pirat erhélt ein Drittel von dem, was iibrigbleibt.
Der 3. Pirat erhélt ein Viertel von dem, was tibrigbleibt.
Der 4. Pirat erhilt ein Fiinftel von dem, was iibrigbleibt.
und so weiter

und so weiter

Der 99. Pirat erhélt ein Hundertstel von dem, was tibrigbleibt.

Der verbleibende Rest wird fiir die Reparatur des Schiffs verwendet. Um welchen Anteil des ge-

samten Schatzes handelt es sich dabei?
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Loésung:
Wir untersuchen, welcher Anteil des Schatzes noch iibrig ist, nachdem sich die ersten n Piraten
(mit n € {1,...,99}) ihren Teil genommen haben:

Nach dem 1. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig: % = %

Nach dem 2. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig: % - % = %

Nach dem 3. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig:  1-2-3 = 1

Nach dem 4. Pirat ist noch der folgende Anteil iibrig:  £-2-3.2 = 1

und so weiter

Nach dem 99. Pirat ist noch der folgende Anteil {ibrig: % - % - % - % e % : % = 1—(1)0

1

Es wird also genau 155

des gesamten Schatzes fiir die Reparatur des Schiffes verwendet.
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Aufgabe MS5:

(a) Gegeben sind 8 Spielwiirfel mit den Augenzahlen 1,...,6, wobei immer die 1 der 6, die 2 der
5 und die 3 der 4 gegeniiberliegt.

Diese werden zu einem groflen 2 x 2 x 2- Wiirfel zusammengebaut.

Welchen Wert kann die Summe aller Augenzahlen auf der Auflenfliche des groflen Wiirfels

(auch Ober- und Unterseite) maximal haben?
(b) Nun werden 27 solcher Spielwiirfel zu einem grofien 3 x 3 x 3- Wiirfel zusammengebaut.

Welchen Wert kann die Summe aller Augenzahlen auf der Aufenfliche des groflen Wiirfels

(auch Ober- und Unterseite) maximal haben?
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Loésung:

(a) Jeder der 8 Spielwiirfel kann so gedreht werden, dass die Augenzahlen 4,5 und 6 nach auflen

zeigen. Daher betriagt die maximale Augensumme auf allen Auflenseiten zusammen:

8- (4+5+6)=120

(b) Die 8 Spielwiirfel in den Ecken konnen so gedreht werden, dass die Augenzahlen 4,5 und 6

nach auflen zeigen.

Die 12 Spielwiirfel an den Kanten kénnen so gedreht werden, dass die Augenzahlen 5 und 6

nach auflen zeigen.

Die 6 Spielwiirfel in der Mitte der Seitenflichen kénnen so gedreht werden, dass die Augenzahl

6 nach auflen zeigt.

(Der Spielwiirfel in der Mitte spielt natiirlich keine Rolle fiir die Augensumme auf der Aulen-

seite.)

Insgesamt betréigt die maximale Augensumme auf allen Auflenseiten zusammen:

8-(4+45+6)+12-(5+6)+6-6=120+ 132+ 36 =288
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Aufgabe MS6:

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck sowie drei iiberschneidungsfreie Kreise um die Eckpunkte des

Dreiecks mit gleichem Radius.
Sei F' die Gesamtfldche aller drei Kreise.

Welcher Anteil von F' liegt im Inneren des Dreiecks?
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Loésung 1:

Der Radius der Kreise sei r. Wir nutzen auflerdem die Bezeichnungen in folgender Skizze:

'S

Y o

Die gesamte Flicheninhalt aller drei Kreise betrigt 3 - 7r2.

Die Summe der Flicheninhalte der drei Kreissektoren im Inneren des Dreiecks betragt:

o} I} y a+fB+7y 1
2 2 cr? = = 2o

S+ -7
360° 360° 360° 360° 2
Man beachte, dass die Winkelsumme im Dreieck immer 180° betrigt.

Also ist der Anteil von F', der im Inneren des Dreiecks liegt:

1.2
27rr_1

3mr2 6

Lésung 2:
Man kann die drei Kreissektoren im Inneren des Dreiecks zu einem Halbkreis zusammensetzen
(Winkelsumme im Dreieck betrigt 180°).

Also ist der Anteil von F', der im Inneren des Dreiecks liegt:

% - Kreisfliche 1

3-Kreisfliche 6
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Aufgabe MST7:
Eine Zahl a € N hat Rest 16 bei Division durch 21.

(a) Welchen Rest hat a bei Division durch 7?7
(b) Welchen Rest kann a bei Division durch 63 haben? (Geben Sie alle Moglichkeiten an.)

(c) Welchen Rest kann a bei Division durch 9 haben? (Geben Sie alle Moglichkeiten an.)



Institut
fr

TAG DER MATHEMATIK 2017 MATHEMATIK

Loésung:

(a) Da a Rest 16 bei Division durch 21 hat, gilt a = ¢- 21 + 16 mit einer geeigneten Zahl g € Ny.

Es folgt:

4=q-21+16=¢-3-T+2-T+2=(3g+2) T+ 2
—_——— -

eNo <7

Also hat a Rest 2 bei Division durch 7.
(b) Da a Rest 16 bei Division durch 21 hat, gilt: a = ¢-21 + 16 mit einer geeigneten Zahl ¢ € Ny.

Da man g auch mit Rest durch 3 teilen kann, gibt es eine Zahl p € N und einen Rest r € {0,1,2}
mit g=p-3+r.

Setzt man dies oben ein, so erhélt man:

a=q-21+16=a=(p-3+7)-21+16= p-63 +(21r +16)
—_—— —
eNg <63

Der Rest bei Division von a durch 63 ist also 21r + 16 und ergibt:

Fallsr=0 = 21r+16=16
Fallsr=1 = 21r+16=237
Fallsr=2 = 21r+16=58

Also kann a bei Division durch 63 einen der Reste 16,37 oder 58 haben.
(c) Wir betrachten alle Moglichkeiten fiir den Rest von a bei Division durch 63 (siehe (b)).
e Hat a Rest 16 bei Division durch 63, gilt a = ¢-63 + 16 mit einer geeigneten Zahl g € Ny.

Es folgt:
a=q-63+16=q-7-9+1-9+7=(7¢+1)9+ 7

N ——

No <9

Also hat a Rest 7 bei Division durch 9.

e Hat a in diesem Fall Rest 37 bei Division durch 63, gilt a = g-63 + 37 mit einer geeigneten

Zahl q € Ny.
Es folgt:
a=q-63+37=¢q-7-9+4-9+1=(7g+4)9+ 1
—
ENO <

Also hat a in diesem Fall Rest 1 bei Division durch 9.
e Hat a Rest 58 bei Division durch 63, gilt a = ¢- 63 + 58 mit einer geeigneten Zahl g € Ny.

Es folgt:
a=q-63+58=q-7-9+6-9+4=(7¢+6)-9+ 4
—

N———

No <9

Also hat a in diesem Fall Rest 4 bei Division durch 9.

Also kann a bei Division durch 9 einen der Reste 1,4 oder 7 haben.
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Aufgabe MS8:

Arne und Barbara schwimmen Bahnen auf einer 50-Meter-Bahn im Freibad. Sie starten gleichzeitig

an gegeniiberliegenden Seiten (Startseite A fiir Arne und B fiir Barbara). Beide schwimmen mit

konstanter Geschwindigkeit, sind aber unterschiedlich schnell.

Zum ersten Mal begegnen Sie sich 23 Meter von Seite B entfernt.

(a) An welcher Stelle begegnen Sie sich zum zweiten Mal?
(b) An welcher Stelle begegnen Sie sich zum dritten Mal?

(¢) An welcher Stelle tiberholt Arne Barbara zum ersten Mal?

(Geben Sie jeweils die Entfernung zu Seite A oder zu Seite B an.)
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Loésung:

Bei der ersten Begegnung haben beide zusammen eine komplette Bahn (50m=27m+23m) zuriick-

gelegt.

27m

(a) Sie begegnen sich zum zweiten Mal, wenn sie zusammen genau 3 Bahnen zuriickgelegt haben,
denn dann hat jeder der beiden eine komplette Bahn zuriickgelegt und zusammen haben sie

noch eine weitere Bahn zuriickgelegt.
e Arne hat dann 3-27m = 81m = 50m + 31m zuriickgelegt.

e Barbara hat dann 3-23m = 69m = 50m + 19m zuriickgelegt.

50m+19m=69m

=

-
50m+31m=81m

Sie begegnen sich zum zweiten Mal also 19 Meter von Ende A (bzw. 31 Meter von Ende B)

entfernt.

(b) Sie begegnen sich zum dritten Mal, wenn sie zusammen genau 5 Bahnen zuriickgelegt haben,
denn dann hat jeder der beiden genau 2 Bahnen zuriickgelegt und zusammen haben sie noch

eine weitere Bahn zuriickgelegt.
e Arne hat dann 5-27m = 135m = 2 - 50m + 35m zuriickgelegt.

e Barbara hat dann 5-23m = 115m = 2 50m + 15m zuriickgelegt.

2-50m+15m=115m
o
o
A > B
=
N
2-50m+35m=135m

Sie begegnen sich zum dritten Mal also 15 Meter von Ende B (bzw. 35 Meter von Ende A)

entfernt.
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(¢) Sei z die Strecke die Arne geschwommen ist, wenn er Barbara zum ersten Mal iiberholt.

Dann muss er genau eine Bahn, also 50m mehr als Barbara geschwommen sein. Barbara ist zu

dem Zeitpunkt also die Strecke z — 50m geschwommen.

23m
t 27m

betrégt. Damit folgt, dass Barbara zum Zeitpunkt des Uberholens die Strecke % -x geschwom-

Auflerdem wissen wir, dass Barbaras Geschwindigkei = % der Geschwindigkeit von Arne

men ist.
Gleichsetzen:
23 ~2.2450m 4 -2z 27 -2z 1
r-50m="—-2 < — .z=50m < z=—:50m < 2=6-50m+--50m
27 27 4 4

Arne ist also 6 Bahnen und eine Viertelbahn (entspricht 12,5m) geschwommen (Barbara nur
5 Bahnen und eine Viertelbahn).

Arne iiberholt Barbara also 12,5 Meter vom Ende von Seite A (bzw. 37,5 Meter vom Ende

von Seite B) entfernt.



